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Àííîòàöèÿ
Â ðàáîòå [Ahmed S.E., Saleh A.K.MD.E., Volodin A I., Volodin I.N.Asymptoti expansion
of the overage probability of James  Stein estimators // Theory Probab. Appl.  2007. 
V. 51.  P. 683695℄ áûëà ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îðìóëà äëÿ âåðîÿòíîñòè íàêðûòèÿ
äîâåðèòåëüíûì ìíîæåñòâîì Äæåéìñà Ñòåéíà, êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî àñèìïòîòè÷åñêè
òî÷íà êàê äëÿ áîëüøèõ, òàê è ìàëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà íåöåíòðàëüíîñòè τ 2  ñóììû
êâàäðàòîâ ñðåäíèõ çíà÷åíèé p ≥ 3 íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ïîäëåæàùèõ äîâåðèòåëü-
íîé îöåíêè. Êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå èëëþñòðàöèè, ýòà îðìóëà ìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàíà ïðàêòè÷åñêè âî âñåé îáëàñòè çíà÷åíèé τ 2 ñ îøèáêîé â âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòè
íàêðûòèÿ ïîðÿäêà îäíîé ñîòîé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ àñèìï-
òîòè÷åñêàÿ îðìóëà, ãëîáàëüíàÿ îøèáêà êîòîðîé â âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòè íàêðûòèÿ
çíà÷èòåëüíî ìåíüøå â îáëàñòè ìàëûõ è óìåðåííûõ çíà÷åíèé p . Òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ
àïïðîêñèìàöèé èëëþñòðèðóåòñÿ íà äàííûõ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: äîâåðèòåëüíûå ìíîæåñòâà, ïîëîæèòåëüíàÿ ìîäèèêàöèÿ
îöåíêè Äæåéìñà Ñòåéíà, ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, âåðîÿòíîñòü íàêðû-
òèÿ, àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ.
Ââåäåíèå
àññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà äîâåðèòåëüíîé îöåíêè âåêòîðà ñðåäíèõ çíà÷åíèé
θ = (θ1, . . . , θp) p-ìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåí-
òàìè, èìåþùèìè îäèíàêîâóþ äèñïåðñèþ σ2 = 1 . Ïóñòü X¯ = (X¯1, . . . , X¯p)  âåêòîð
âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé, âû÷èñëÿåìûõ ïî âûáîðêàì îäèíàêîâîãî îáúåìà n
èç ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Äîâåðèòåëüíîå ìíîæåñòâî
DX¯ = {θ : n
p∑
1
(θi − X¯i)2 ≤ c2}
èìååò çàäàííûé äîâåðèòåëüíûé êîýèöèåíò 1 − α , åñëè c2 îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç
êâàíòèëü õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèÿ ñ p ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïîñðåäñòâîì ñîîòíî-
øåíèÿ Kp(c
2) = 1− α , ãäå Kp( · )  óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò.
Òàêîå äîâåðèòåëüíîå ìíîæåñòâî îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìèíèìàêñíîñòè, íî ñóùå-
ñòâóþò òàêæå äðóãèå ìèíèìàêñíûå ìíîæåñòâà, êîòîðûå îáëàäàþò áîëüøåé âåðî-
ÿòíîñòüþ íàêðûòèÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà íåöåíòðàëüíîñòè τ2 = n ‖ θ ‖2 ,
åñëè p ≥ 3 . Íàèáîëåå èçâåñòíîå èç íèõ  ýòî ìíîæåñòâî
Dδ+ =
{
θ : n ‖ θ− δ+(X¯) ‖2 ≤ c2} ,
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öåíòðèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîé ìîäèèêàöèåé îöåíêè Äæåéìñà Ñòåéíà [1℄
δ+(X¯) = X¯ ·max
{
0, 1− p− 2
n ‖ X¯ ‖2
}
(ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî p > 2). Â ïîñëåäóþùåì ýòè è àíàëîãè÷íûå åìó äîâåðèòåëü-
íûå ìíîæåñòâà èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè. Íàñ â ïåðâóþ î÷åðåäü èíòåðåñóþò
ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè èññëåäîâàíèÿìè âåðîÿòíîñòè íàêðû-
òèÿ èñòèííîãî çíà÷åíèÿ âåêòîðà θ (ñì., íàïðèìåð, áèáëèîãðàèþ â ñòàòüå [2℄,
à òàêæå ðàáîòó [3℄, èäåè êîòîðîé âî ìíîãîì èñïîëüçóþòñÿ â íàøèõ ïîñòðîåíè-
ÿõ).
Â ðàáîòå [2℄ áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä ê àïïðîêñèìàöèè âåðîÿòíîñòè íàêðûòèÿ,
îñíîâàííûé íà êîìáèíàöèè ãåîìåòðè÷åñêèõ è àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Áûëî óñòà-
íîâëåíî, ÷òî Q+p (τ) = P (Dδ+) çàâèñèò îò çíà÷åíèé âåêòîðà θ ÷åðåç ïàðàìåòð τ
2 =
= n ‖ θ ‖2 , ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé óíêöèåé τ2 è
Q+p(τ) = Kp(w(c, τ)) +Rp(τ), (1)
ãäå
w(c, τ) = p− 2 + c
2 − τ2
2
+
√
(c2 − τ2)2
4
+ c2τ2 − (p− 2)(τ2 − c2)
(ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå âñåãäà íåîòðèöàòåëüíî, åñëè c2 = K−1(1 − α) è α < 0.5;
áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå îáëàñòè äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé w(c, τ) ñì. íèæå â íà-
÷àëå ïàðàãðàà 2). Âòîðîå ñëàãàåìîå Rp(τ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äâîéíûõ èíòå-
ãðàëîâ è óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî Rp(τ) = O(τ
2) , åñëè τ → 0 , è Rp(τ) = O(τ−2) ,
åñëè τ → ∞ . Çàìå÷àòåëåí òîò àêò, ÷òî ìû èìååì äëÿ âåðîÿòíîñòè íàêðûòèÿ
îáùóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ îðìóëó, îõâàòûâàþùóþ îáà ñëó÷àÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî
ïîâåäåíèÿ τ .
Â ðàáîòå [4℄ áûëè íàéäåíû âòîðûå ÷ëåíû â àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿõ âå-
ðîÿòíîñòè íàêðûòèÿ ïðè τ → 0 è τ → ∞ . ×èñëåííûå èëëþñòðàöèè äëÿ òåõ æå
çíà÷åíèé p è τ , ÷òî è â ðàáîòå [2℄, ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè τ ≫ c è τ ≪ 1 âòîðîé ÷ëåí
àñèìïòîòèêè èìååò ïîðÿäîê 10−4 , íî îáùàÿ êàðòèíà òàêîâà, ÷òî äîáàâëåíèå âòî-
ðîãî ÷ëåíà òîëüêî óõóäøàåò ãëîáàëüíóþ (ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ τ ) àïïðîêñèìàöèþ
âåðîÿòíîñòè íàêðûòèÿ, ÷òî îñîáåííî çàìåòíî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ p . Òàêèì îá-
ðàçîì, ïåðâè÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ (1) ìîæíî â ïðàêòè÷åñêîì àñïåêòå òðàêòîâàòü
êàê àïïðîêñèìàöèþ ïîðÿäêà τ±3 .
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ñîâåðøåííî äðóãîé ïîäõîä ê óëó÷øåíèþ àï-
ïðîêñèìàöèè Kp(w(c, τ)) . Îí ñîñòîèò â çàìåíå óíêöèè w íà w˜(c, τ) , êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà ïëîùàäåé, îïðåäåëÿåìûõ ïðåäåëàìè äâîéíûõ èíòåãðà-
ëîâ â îñòàòî÷íîì ÷ëåíå Rp(τ) . Ïðè ýòîì òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèé O(τ
±2) ïðè
τ → 0 è τ → ∞ ñîîòâåòñòâåííî íå èçìåíÿåòñÿ, íî, êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå
ðåçóëüòàòû, îøèáêà â âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòè íàêðûòèÿ ïî îðìóëå Kp(w˜(c, τ))
óìåíüøàåòñÿ è ïðè p ≤ 15 ñòàíîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïðåíåáðåæèìîé (ìåíüøå 0.005).
Ïî àíàëîãèè ñ èññëåäîâàíèÿìè ðàáîòû [5℄ ñòðîèòñÿ äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü ñ
ïîñòîÿííîé âåðîÿòíîñòüþ íàêðûòèÿ, àñèìïòîòè÷åñêè (τ → 0 èëè τ → ∞) ðàâíîé
çàäàííîìó äîâåðèòåëüíîìó óðîâíþ 1−α . Ýòà äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü, êàê ïîêàçû-
âàþò ãðàè÷åñêèå èëëþñòðàöèè, îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîíñåðâàòèâíîñòè ëèøü ïðè
çíà÷åíèÿõ τ > c è ïðàêòè÷åñêè íåïðèìåíèìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñæàòèÿ (τ = 0).
Íàïîìíèì, ÷òî îöåíêè Äæåéìñà Ñòåéíà ïðèìåíÿþòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà èñ-
òèííûå çíà÷åíèÿ ñðåäíèõ θ1, . . . , θp êîíöåíòðèðóþòñÿ îêîëî íåêîòîðîãî îáùåãî èç-
âåñòíîãî çíà÷åíèÿ µ  ýòî òàê íàçûâàåìûå ñæèìàþùèå îöåíêè. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå
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èñ. 1. τ = 0.4 < c èñ. 2. τ = 5 > c
ïîëàãàåòñÿ µ = 0, σ = 1 . Åñëè òî÷êà êîíöåíòðàöèè µ è äèñïåðñèÿ σ2 îòëè÷íû îò
óêàçàííûõ çíà÷åíèé, òî âî âñåõ îðìóëàõ ñëåäóåò çàìåíèòü âåêòîð X¯ íà (X¯ −
−µ)/σ . Î ñâîéñòâàõ ñæèìàþùèõ îöåíîê ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïðèìåðîâ ñì. â ãëàâå 5
ìîíîãðàèè [6℄.
1. Êîððåêöèÿ w ìåòîäîì ¾âûðàâíèâàíèÿ ïëîùàäåé¿
Â ýòîì ïàðàãðàå ìû ïðèâåäåì ðÿä ðåçóëüòàòîâ èç ðàáîòû [2℄, óïðîñòèâ íåêîòî-
ðûå îáîçíà÷åíèÿ è ïðåäñòàâèâ èõ â óäîáíîé äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà îðìå.
Îñíîâíàÿ èäåÿ àïïðîêñèìàöèè âåðîÿòíîñòè íàêðûòèÿ, ïðåäëîæåííàÿ â [2℄, ñîñòîÿ-
ëà â çàïèñè Q+p (τ), τ ≥ 0 , êàê âåðîÿòíîñòè íåêîòîðîé îáëàñòè â R2+ , âû÷èñëÿåìîé
ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïëîòíîñòüþ
f(x, y) =
1√
2pi
1
2νΓ(ν)
(x− y2)ν−1e−x/2,
êîòîðàÿ îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü ïðè y2 < x è çíà÷åíèè ν = (p− 1)/2.
Åñëè τ < c , òî ýòà îáëàñòü îãðàíè÷åíà ïàðàáîëîé y2 = x è ïðàâîé âåòâüþ
ãèïåðáîëû
y = h(x) =
(x− a)2 − c2τ2 + x(τ2 − c2)
2τ(c2 + a− x) =
1
2τ
(
a− x− τ2 + a(τ
2 − c2)
c2 + a− x
)
,
ãäå a = p− 2 (ñì. ðèñ. 1). Â ñëó÷àå τ > c ê îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïàðàáîëîé y2 =
= x è ëåâîé âåòâüþ ãèïåðáîëû y = h(x) , ïðèñîåäèíÿåòñÿ ïîëîñêà, ðàñïîëîæåííàÿ
ìåæäó íèæíåé âåòâüþ ïàðàáîëû y2 = x è ïðÿìîé y = (a− τ2 − x)/2τ (ñì. ðèñ. 2).
Òî÷êà w (â ðàáîòå [2℄ w = w2 ) íà îñè OX åñòü íóëü óíêöèè h , òî åñòü
h(w) = 0 . Ïóñòü v1,2  ñîîòâåòñòâóþùèå êîðíè óðàâíåíèé h(x) = ±
√
x (àáñöèññû
ïåðåñå÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ âåòâåé ãèïåðáîëû h( · ) ñ ïàðàáîëîé y2 = x), à x1,2 
êîðíè óðàâíåíèÿ −√x = (a− τ2 − x)/2τ . Òîãäà ïðè τ < c (ñì. Ïðåäëîæåíèå 2 [2℄)
Q+p (τ) = Kp(w) +Rp(τ) , ãäå
Rp(τ) =
v2∫
w
dx
h(x)∫
−√x
f(x, y) dy −
w∫
v1
dx
√
x∫
h(x)
f(x, y) dy. (2)
Åñëè τ > c , òî âåðîÿòíîñòü íàêðûòèÿ Q+p (τ) = Kp(w) + Rp(τ) + Jp(τ) (ñì. Ïðåä-
ëîæåíèå 4 [2℄), ãäå
Rp(τ) =
v1∫
w
dx
√
x∫
h(x)
f(x, y) dy −
w∫
v2
dx
h(x)∫
−√x
f(x, y) dy, (3)
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Jp(τ) =
x2∫
x1
dx
(a−τ2−x)/2τ∫
−√x
f(x, y) dy,
è, êàê ïîêàçàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû [2℄, ïðè τ →∞
Jp(τ) = O
(
τp−2 exp{−τ2/2}) .
Òàêèì îáðàçîì, àïïðîêñèìàöèÿ Kp(w) ñîñòîèò â çàìåíå îáëàñòè, êîòîðàÿ îïðå-
äåëÿåò âåðîÿòíîñòü íàêðûòèÿ è êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà ìåæäó ïàðàáîëîé y2 = x è
êðèâîé h(x) , íà áîëåå ïðîñòóþ îáëàñòü: êðèâàÿ h(x) çàìåíÿåòñÿ ïðÿìîé x = w .
àçíîñòü èíòåãðàëîâ â çàïèñè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà Rp(τ) (ñì. îðìóëû (2) è (3))
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòü âåðîÿòíîñòåé äâóõ îáëàñòåé, îäíà èç êîòîðûõ (D1 )
ðàñïîëîæåíà íàä îñüþ OX è îãðàíè÷åíà êðèâûìè y2 = x, y = h(x), x = w ,
à äðóãàÿ (D2 ) ðàñïîëîæåíà ïîä îñüþ OX è îãðàíè÷èâàåòñÿ òåìè æå êðèâûìè.
Ïðåäëàãàåòñÿ â àïïðîêñèìàöèè Kp(w) çàìåíèòü w íà òî÷êó w˜ , êîòîðàÿ îïðå-
äåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ïëîùàäåé îáëàñòåé D1 è D2 , òî åñòü ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ
v2∫
w˜
dx
h(x)∫
−√x
dy =
w˜∫
v1
dx
√
x∫
h(x)
dy, (4)
åñëè τ < c , è óðàâíåíèÿ
v1∫
w˜
dx
√
x∫
h(x)
dy =
w˜∫
v2
dx
h(x)∫
−√x
dy, (5)
êîãäà τ > c .
Ëåììà 1. Óðàâíåíèÿ (4) è (5) èìåþò îáùèé êîðåíü
w˜ = w˜(c, τ) =

 3
4

 2
3
(
v
3/2
1 + v
3/2
2
)
+
v2∫
v1
h(x) dx




2/3
, (6)
ãäå
v2∫
v1
h(x) dx =
1
2τ
[
(a− τ2)(v2 − v1)− 1
2
(v22 − v21)− a(τ2 − c2) ln
c2 + a− v2
c2 + a− v1
]
(7)
è a = p− 2 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîñòûì âû÷èñëå-
íèåì èíòåãðàëîâ â óðàâíåíèÿõ (4) è (5) ñ ïîñëåäóþùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèé îò-
íîñèòåëüíî w˜ .
Òî, ÷òî íîâàÿ àïïðîêñèìàöèÿ Kp(w˜) èìååò òó æå àñèìïòîòè÷åñêóþ òî÷íîñòü,
÷òî è àïïðîêñèìàöèÿ Kp(w) , óñòàíàâëèâàåò
Òåîðåìà 1. Åñëè τ → 0 , òî w˜(c, τ) = w(c, τ) + O(τ2) , è w˜(c, τ) = w(c, τ) +
+O(τ−2) , êîãäà τ →∞ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáðàùàÿñü ê ëåììå 2.1 [4℄ äëÿ w, v1 è v2 êàê óíêöèé
îò τ , ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ. Åñëè τ → 0 , òî
w(c, τ) = a+ c2/2+ c(c2/4+ a)1/2+O(τ2), v1,2 = w∓λ 1,1 τ +λ 1,2 τ2+O(τ3), (8)
è ïðè τ →∞
w(c, τ) = c2 +O(τ−2), v1,2 = w ± λ 2,1 ε+ λ 2,2 ε2 +O(ε3), (9)
ãäå ε = τ−1 è
λ 1,1 = λ 1,1(w) =
2(w − a)− c2
2
√
w(c2 + a− w) , λ 1,2 = λ 1,2(w) =
w − a
4w
√
w(c2 + a− w)2 ,
λ 2,1 = λ 2,1(w) =
1
2
√
w(c2 + a− w) , λ 2,2 = λ 2,2(w) =
(2w + 1)(c2 + a− w) + 2w
8w
√
w(c2 + a− w)2 .
Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ îðìóëû (6) èìååò îäèíàêîâûé àñèìïòîòè÷åñêèé
âèä, êàê ïðè τ → 0 , òàê è τ →∞ :
2
3
(
v
3/2
1 + v
3/2
2
)
=
4
3
w3/2 +O(τ±2).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèÿìè äëÿ v1 è v2 ,
ïðåäñòàâëåííûõ îðìóëàìè (8) è (9). ×òî æå êàñàåòñÿ èíòåãðàëà â (6), òî äëÿ óñòà-
íîâëåíèÿ åãî ïîðÿäêà O(τ±2) ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ ïðè τ → 0 è τ →∞ ïîòðåáóåòñÿ
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå àñèìïòîòèêè w(c, τ) â (8) è (9).
Òàê, èñïîëüçîâàíèå òîëüêî àñèìïòîòèê (8) è (9) äëÿ v1 è v2 â ïðàâîé ÷àñòè (7)
ïðè τ → 0 äàåò
v2∫
v1
h(x) dx = λ 1,1
(
a− w − ac
2
c2 + a− w
)
+O(τ2),
è ïîäñòàíîâêà àñèïòîòèêè w(c, τ) ïîêàçûâàåò, ÷òî âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ñêîáêàõ,
èìååò ïîðÿäîê O(τ2) .
Àíàëîãè÷íî, ïðè τ →∞
v2∫
v1
h(x) dx = λ 2,1
(
1− a
c2 + a− w
)
+O(ε2) = O(ε2),
åñëè ó÷åñòü, ÷òî w(c, τ) = c2 +O(ε2) .
Òàáë. 1 ïîêàçûâàåò ïðåèìóùåñòâî íîâîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé p è
τ . Â ñòîëáöå Q ïðèâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè Qp(τ) íàêðûòèÿ äîâåðèòåëüíîé
îáëàñòüþ Äæåéìñà Ñòåéíà, âû÷èñëåííûå ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ ïî 106 âûáîðêàì èç p-ìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ñîñåäíèõ ñòîëá-
öàõ ïðèâîäÿòñÿ ðàçíîñòè ∆w˜ è ∆w ìåæäó Qp è ñîîòâåòñòâóþùèìè àïïðîêñèìà-
öèÿìè. Ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ îøèáêà ∆w˜ âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì p , íî âñåãäà
ìåíüøå ∆w , åñëè p ≤ 20 , è íå ïðåâîñõîäèò ïðàêòè÷åñêè äîïóñòèìîé âåëè÷èíû
0.005 â îòêëîíåíèÿõ îò íîìèíàëà (ñì. âçÿòûå â ðàìêó ÷èñëà â òàáë. 1).
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2. Äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü ñ àñèìïòîòè÷åñêè
ïîñòîÿííîé âåðîÿòíîñòüþ íàêðûòèÿ
Â ñòàòüå [5℄ ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè D äëÿ âåêòîðà
ñðåäíèõ çíà÷åíèé, îñíîâàííûé íà àïïðîêñèìàöèè Q+p(τ) ∼ Kp(w(c, τ)) ïðè τ → 0,
τ → ∞ . Â îòëè÷èå îò äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè Dδ+ Äæåéìñà Ñòåéíà, D îáëàäà-
ëà àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííîé (ðàâíîé çàäàííîìó äîâåðèòåëüíîìó óðîâíþ 1− α)
âåðîÿòíîñòüþ Pw = Pw(τ) íàêðûòèÿ èñòèííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé òî÷êè
ïðè τ → 0 . Îáëàñòü D ñîõðàíÿëà àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî è ïðè τ → ∞ , ïðè÷åì
âåðîÿòíîñòü íàêðûòèÿ íåçíà÷èòåëüíî îòêëîíÿëàñü îò íîìèíàëà 1 − α ïðè âñåõ
ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ τ .
Ïðåîáðàçîâàíèå Dδ+ ê îáëàñòè ñ àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííîé âåðîÿòíîñòüþ íà-
êðûòèÿ áûëî îñíîâàíî íà òîì, ÷òî w(c, τ) åñòü âîçðàñòàþùàÿ óíêöèÿ ïåðåìåííîé
c , åñëè ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â åå çàïèñè íåîòðèöàòåëüíî. Îáëàñòü äåéñòâèòåëü-
íûõ çíà÷åíèé w(c, τ) (ñëåäîâàòåëüíî, è w˜(c, τ)) îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì
c2 ≥ c0 = τ2 4q − τ
2
2
√
2τ2q + q2 + 2q + τ2
.
Çàìåòèì, ÷òî èç c0 < τ
2
è c0 ∼ τ2 ïðè τ → 0 ñëåäóåò, ÷òî êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ
óíêöèè w(c, τ) ðàñïîëîæåíû â îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé τ è c .
Ê ñîæàëåíèþ, íåèçâåñòíî, îáëàäàåò ëè àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè
àïïðîêñèìàöèÿ, îñíîâàííàÿ íà w˜(c, τ) . Ïîñêîëüêó ïðèâåäåííûå âûøå òàáëè÷íûå
äàííûå ãîâîðÿò î ìåíüøèõ îøèáêàõ íîâîé àïïðîêñèìàöèè, òî ñëåäóåò, õîòÿ áû ÷èñ-
ëåííî, èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè íàêðûòèÿ â àíàëîãè÷íîé ìîäèèêàöèè
äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè Dδ+ .
Íàïîìíèì, ÷òî îñíîâó äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè Dδ+ ñîñòàâëÿåò îïîðíàÿ óíê-
öèÿ
T 2 = T 2(θ, δ+) = n
p∑
i=1
(θi − δ+i)2
âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ è âåêòîðíîé ñòàòèñòèêè δ+(X¯) . Ââåäåì ïîäîáëàñòü Dw˜ =
= {θ : w˜(T, τ) ≤ c2, T 2 ≥ c0} + {T 2 < c0} ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Rp .
Èç òåîðåìû 1 íåìåäëåííî ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü c2 = K−1p (1− α) . Òîãäà äëÿ âåðîÿòíîñòè Pw˜ = Pw˜(τ) íà-
êðûòèÿ èñòèííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà θ îáëàñòüþ Dw˜ ñïðàâåäëèâû àñèìïòî-
òè÷åñêèå ðàâåíñòâà: Pw˜(τ) = 1−α+O(τ2) , åñëè τ → 0 , è Pw˜(τ) = 1−α+O(τ−2) ,
åñëè τ →∞ .
Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ãðàèêè (ñì. ðèñ. 3), èëëþñòðèðóþùèå ïîâåäåíèå âåðîÿò-
íîñòåé Pw˜(τ) (æèðíàÿ ëèíèÿ) è Pw(τ) (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) íàêðûòèÿ èñòèííûõ
çíà÷åíèé âåêòîðà ñðåäíèõ äëÿ p = 3, 5, 10, 20 , êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì
íåóòåøèòåëüíûì âûâîäàì.
Ïîñòîÿíñòâî âåðîÿòíîñòè íàêðûòèÿ èëè õîòÿ áû êîíñåðâàòèçì äîâåðèòåëüíîé
îáëàñòè ãàðàíòèðóþòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñæàòèÿ τ = 0 òîëüêî äëÿ àïïðîêñè-
ìàöèè, îñíîâàííîé íà w . Âåðîÿòíîñòü íàêðûòèÿ îáëàñòüþ Dw˜ â ýòîé îêðåñòíîñòè
âåäåò ñåáÿ êàê óáûâàþùàÿ óíêöèÿ ïàðàìåòðà τ , è ïðè τ > 5 ¾íåäîáîð¿ íîìè-
íàëüíîãî çíà÷åíèÿ ñòàíîâèòñÿ ñòîëü áîëüøèì, ÷òî ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå Dw˜
ñòàíîâèòñÿ âåñüìà ïðîáëåìàòè÷íûì.
Ïîíÿòíî, ÷òî òîëüêî â îêðåñòíîñòè τ = 0 èñòèííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ èñ-
ïîëüçîâàíèå äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé D è Dw˜ ìîæåò ïðèâåñòè ê ñêîëü-ëèáî îùóòè-
ìîìó ñîêðàùåíèþ èõ ðàçìåðîâ (ñì. [5℄). Ñëåäîâàòåëüíî, äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü Dw˜
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Òàáë. 1
p 3 5 10
τ Q ∆w˜ ∆w Q ∆w˜ ∆w Q ∆w˜ ∆w
0.0 .9788 −.0000 +.0000 .9945 +.0000 +.0000 .9996 +.0000 +.0000
0.5 .9786 −.0001 +.0002 .9943 −.0001 +.0000 .9996 −.0000 −.0000
1.0 .9778 −.0003 +.0008 .9938 −.0003 +.0001 .9996 −.0000 −.0000
1.5 .9765 −.0005 +.0016 .9930 −.0008 +.0003 .9995 −.0001 −.0000
2.0 .9745 −.0008 +.0021 .9917 −.0013 +.0006 .9993 −.0002 +.0000
2.5 .9716 −.0009 +.0019 .9899 −.0019 +.0008 .9991 −.0003 +.0000
3.0 .9585 −.0051 −.0086 .9873 −.0023 +.0007 .9987 −.0005 +.0001
3.5 .9555 −.0043 −.0092 .9756 −.0026 −.0083 .9982 −.0008 +.0001
4.0 .9540 −.0034 −.0087 .9706 −.0019 −.0103 .9973 −.0011 +.0001
4.5 .9531 −.0028 −.0079 .9669 −.0016 −.0112 .9927 +.0014 −.0034
5.0 .9525 −.0023 −.0070 .9640 −.0014 −.0114 .9899 +.0028 −.0048
5.5 .9520 −.0019 −.0062 .9618 −.0012 −.0111 .9866 +.0034 −.0064
6.0 .9517 −.0016 −.0055 .9600 −.0011 −.0106 .9833 +.0035 −.0078
6.5 .9514 −.0014 −.0049 .9586 −.0009 −.0099 .9802 +.0035 −.0089
7.0 .9512 −.0012 −.0044 .9575 −.0008 −.0092 .9774 +.0034 −.0096
7.5 .9511 −.0010 −.0039 .9566 −.0007 −.0086 .9748 +.0032 −.0100
8.0 .9509 −.0009 −.0035 .9558 −.0006 −.0079 .9725 +.0030 −.0102
8.5 .9508 −.0008 −.0032 .9552 −.0006 −.0073 .9705 +.0028 −.0102
9.0 .9507 −.0007 −.0029 .9546 −.0005 −.0067 .9687 +.0026 −.0100
10.0 .9506 −.0006 −.0024 .9538 −.0004 −.0058 .9657 +.0023 −.0094
15.0 .9503 −.0003 −.0011 .9517 −.0002 −.0029 .9576 +.0012 −.0059
20.0 .9501 −.0001 −.0007 .9510 −.0001 −.0017 .9544 +.0007 −.0038
30.0 .9501 −.0001 −.0003 .9504 −.0000 −.0008 .9520 +.0003 −.0018
p 15 20 50
τ Q ∆w˜ ∆w Q ∆w˜ ∆w Q ∆w˜ ∆w
0.0 1.000 −.0000 +.0000 1.000 −.0000 +.0000 1.000 +.0000 +.0000
1.0 1.000 −.0000 −.0000 1.000 −.0000 −.0000 1.000 −.0000 −.0000
2.0 .9999 −.0000 −.0000 1.000 −.0000 −.0000 1.000 −.0000 −.0000
3.0 .9999 −.0001 −.0000 1.000 −.0000 −.0000 1.000 −.0000 −.0000
4.0 .9997 −.0002 +.0000 1.000 −.0000 +.0000 1.000 −.0000 −.0000
5.0 .9979 +.0006 −.0011 .9999 −.0001 +.0000 1.000 −.0000 −.0000
6.0 .9955 +.0036 −.0024 .9990 +.0014 −.0006 1.000 −.0000 −.0000
7.0 .9913 +.0050 −.0047 .9975 +.0037 −.0015 1.000 −.0000 −.0000
7.5 .9889 +.0053 −.0058 .9963 +.0045 −.0022 1.000 −.0000 +.0000
8.0 .9865 +.0054 −.0068 .9947 +.0052 −.0031 1.000 −.0000 +.0000
9.0 .9819 +.0053 −.0082 .9911 +.0060 −.0049 1.000 +.0001 −.0000
9.5 .9798 +.0051 −.0086 .9892 +.0061 −.0057 1.000 +.0003 −.0000
10.0 .9778 +.0049 −.0089 .9873 +.0062 −.0064 1.000 +.0005 −.0000
11.0 .9742 +.0045 −.0091 .9836 +.0061 −.0075 .9999 +.0013 −.0001
12.0 .9712 +.0041 −.0089 .9801 +.0058 −.0081 .9996 +.0023 −.0003
14.0 .9665 +.0033 −.0081 .9743 +.0051 −.0083 .9983 +.0044 −.0012
16.0 .9631 +.0027 −.0071 .9697 +.0044 −.0078 .9956 +.0060 −.0027
18.0 .9606 +.0023 −.0061 .9663 +.0037 −.0070 .9922 +.0070 −.0042
20.0 .9588 +.0019 −.0052 .9636 +.0032 −.0063 .9885 +.0073 −.0052
22.0 .9573 +.0016 −.0045 .9615 +.0027 −.0055 .9848 +.0073 −.0059
25.0 .9558 +.0013 −.0037 .9591 +.0022 −.0046 .9798 +.0069 −.0061
26.0 .9554 +.0012 −.0034 .9585 +.0021 −.0043 .9782 +.0067 −.0061
28.0 .9546 +.0010 −.0030 .9574 +.0018 −.0038 .9754 +.0063 −.0060
30.0 .9541 +.0009 −.0027 .9565 +.0016 −.0034 .9729 +.0058 −.0057
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3 6 9 12 15
0.955
0.950
0.945
0.940
3 6 9 12 15
0.96
0.95
0.94
0.93
p = 3 p = 5
3 6 9 12 15
0.97
0.95
0.93
3 6 9 12 15
0.99
0.97
0.95
0.93
0.91
p = 10 p = 20
èñ. 3. ðàèêè âåðîÿòíîñòåé íàêðûòèÿ äëÿ îáëàñòè Dw˜ ïðè α = 0.05, n = 1
íå ìîæåò áûòü ðåêîìåíäîâàíà ê ïðàêòè÷åñêîìó ïðèìåíåíèþ. Ïðàêòè÷åñêè íåçíà-
÷èìîå ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ îáëàñòè Dw˜ ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü
íàêðûòèÿ Pw˜ èìååò ìåíüøóþ âàðèàöèþ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ τ è ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèÿ áîëüøå íîìèíàëà ïðè τ > c (Dw˜ ÿâëÿåòñÿ áîëåå êîíñåðâàòèâíîé ïðè áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ τ , â òî âðåìÿ êàê D îáëàäàåò âåðîÿòíîñòüþ íàêðûòèÿ, ìåíüøåé íîìè-
íàëà). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå | 1−α−Qp(τ) | äîâîëüíî ñèëüíî
çàâèñèò îò çíà÷åíèé p äëÿ îáåèõ àïïðîêñèìàöèé è óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì p .
Èòàê, ðåêîìåíäîâàòü ê èñïîëüçîâàíèþ äîâåðèòåëüíóþ îáëàñòü D ìîæíî ëèøü
ïðè óâåðåííîñòè, ÷òî èñòèííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî âåêòîðà θ áëèçêè
ê òî÷êè ñæàòèÿ. Åñëè èìåþòñÿ àïðèîðíûå ñâåäåíèÿ, ÷òî èñòèííûå çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ äîñòàòî÷íî äàëåêè îò òî÷êè ñæàòèÿ, òî ëó÷øå èñïîëüçîâàòü äîâåðèòåëüíóþ
îáëàñòü Äæåìñà Ñòåéíà Dδ+  îíà áîëåå ïðîñòà è íå ìåíåå êîíñåðâàòèâíà â ýòîé
îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, êàê è Dw˜ .
Âîçìîæíî, îäíàêî, èñïîëüçîâàíèå ¾ãèáðèäíîé¿ îáëàñòè
D ˜˜w = {θ : ˜˜w(T, τ) ≤ c2, T 2 ≥ c0}+ {T 2 < c0},
ãäå
˜˜w(c, τ) =


w(c, τ), åñëè τ ≤ c;
w˜(c, τ), åñëè τ > c.
Êàê ïîêàçûâàþò ãðàè÷åñêèå èëëþñòðàöèè (ñì. ðèñ. 4), îáëàñòü
˜˜w(c, τ) îá-
ëàäàåò âåðîÿòíîñòüþ íàêðûòèÿ, êîòîðàÿ ïðàêòè÷åñêè íåçíà÷èìî îòëè÷àåòñÿ îò
íîìèíàëüíîãî äîâåðèòåëüíîãî óðîâíÿ 0.95 .
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èñ. 4. ðàèêè âåðîÿòíîñòåé íàêðûòèÿ äëÿ îáëàñòè D ˜˜
w
ïðè α = 0.05, n = 1
Summary
I.N. Volodin, I.A. Kareev. James  Stein Condene Sets: Equal Area Approah in the
Global Approximation for the Coverage Probability.
In paper [Ahmed S.E., Saleh A.K.MD.E., Volodin A I., Volodin I.N. Asymptoti expansion
of the overage probability of James  Stein estimators // Theory Probab. Appl.  2007. 
V. 51.  P. 683695℄ an asymptoti expansion of the overage probabilities for the James 
Stein ondene sets was onstruted, whih is aurate both for large and small values of
the nonentrality parameter τ 2  the sum of the squares of the means of p ≥ 3 normal
distributions. As numerial illustrations show, the expansion might be used almost in the
entire area of the values of τ 2 with the error of the order 10−2 . In the present artile a similar
asymptoti expansion is suggested, whose global error is signiantly less in the area of small
and moderate values of p . The auray of the obtained results is shown by the Monte-Carlo
statistial simulations.
Key words: ondene sets, positive-part James  Stein estimator, multivariate normal
distribution, overage probability, asymptoti expansion.
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